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Atermészetben talalhato targyak geo-
metriai leirasa olyan régi, mint maga
a tudomany. Ezen leirdshoz a minden-
ki altal jol ismert euklideszi vonalakat,
téglalapokat, kockakat, gombdket, stb.
hasznaljak.

De a természetben nemcsak euklide-
szi idomok vannak. Tébb mint husz évvel
ezelott jelentette ki Ben6it Mandelbrot,
hogy ,,A felhdk nem gdmbdok, a hegyek
nem kupok, a partvonalak nem korivek, a
fakéreg nem sima, ¢s a villam sem terjed
egyenes vonalban.” A legtobb természe-
ti objektum olyan bonyolult alaku, hogy
megérdemlik, hogy geometriailag kaoti-
kusnak hivjuk 6ket. Lehetetlennek tiint a
matematikai leirasuk, ezért a ,,matemati-
ka szdrnyetegeinek’nevezték dket.

1.975-ben Mandelbrot ezeknek a szor-
nyetegeknek a leirdsira bevezette a
fraktal fogalmat, amely a szamszer( le-
irason kiviil az ezekben az objektumok-
ban rejlé szabalyossag felismerésében is
segit benniinket.
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Mik is azok a fraktalok? A sz6 alapje-
lentésében a fractum (=tort, latinul) ki-
fejezés talalhato, amely utal nem csak

a keletkezésiikre, hanem a struktira-
jukbol kovetkezd érdekes matematikai
tulajdonsagukra. Ahogy késébb megmu-
tatjuk, a fraktdlok dimenzidja altalaban
tort szam, léteznek olyan fraktalok,
melyek dimenzidja példaul 1,62.

A fraktalok vizsgalata tobb ezer éves
multra tekint vissza, hiszen az embe-
reket mindig is foglalkoztatta a termé-
szetben fellelhetd szabalyossag, csip-
kézettség és az ismétlodd mintazat.

Gondoljunk akar egy hopehely szerke-
zetére vagy egy suri fa lombkoronajara.
Ahogy egyre kozelebbrdl és kozelebbrdl
vizsgéljuk ezeket, feltiinik, hogy a minta-
zat strukturdja tobbé-kevésbé allando, s
jellegzetesen az adott dologra jellemzd.
Ezt a tulajdonsagot nevezik dnhasonl6-
sagnak, amely azt fejezi ki, hogy egy ap-
r6 részletet kiszemelve és azt kinagyit-
va az egész eredeti alakzathoz hasonlot
kapunk.

Hires dnhasonlo6 alakzat példaul

a Koch-féle hopehely, amelyet a

kovetkezo eljarassal allithatunk eld:
1. induljunk ki egy egyenl6 oldalu
haromszogbdl (i.a dbra)
2. az oldalait harmadoljuk, s a koz¢éps6
harmadol¢ szakaszra szerkessziink
kifelé egyenld oldalu haromszdget,
s annak az alapjat elhagyva egy
tortvonalat kapunk. Mindezt végezziik
el a haromsz6g minden oldalara.
(i.b abra)
3. A fenti eljarast tovabb folytatva
(minden haromsz6g kozépsd
harmadol6 szakaszat szabalyos
tortvonallal helyettesitve) egyre
csipkésebb ¢s gazdagabb mintazata
hopelyhet kapunk. Elvileg az eljaras
akarmeddig folytathato, itt csak az
elsé néhany elemet mutatjuk meg.
(i.c abra)
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i. A, B, Ckép: 3. kép: Sierpinski
Koch-féle hopehely héaromszog : 3D-ben
szerkesztése 4. kép: Fraktal
2. kép: Sierpinski szerkezetl 6szi levél

haromszog - 2D
abrazolasban

Felmeriilhet kérdésként, hogy mek-
kora lesz az igy kapott ,,hopelyhek”
keriilete?

Ha egységnyi szabalyos haromszog-
bél indultunk, akkor az elsé csipkézet
megrajzolasaval a keriilet 1/3-dval n6-
vekszik, azaz az eredeti 4/3-szorosa lesz.
Mivel minden 1épésben hasonld transz-
formaciot végziink, a keriiletek rendre
4/3-szorosai lesznek az el6zének, tehat az
0sszhosszlsag egy mértani sor Osszegével
egyenld, amelynek a hanyadosa 4/3. Egy-
szerli matematikai tény, hogy az egynél
nagyobb kvociensii mértani sor divergens
(azaz nem ad véges értéket). Ez kozna-
pi nyelven ez azt jelenti, hogy a minden
hataron tul mené csipkézettség végtelen
hosszu keriletet produkal. Ugyanakkor a
hopehely teriilete véges, hiszen beirhatd
a négyzetgyok kettd per ketté sugart kor-
be, tehat annak teriileténél kisebb.

A fenti példa talan kissé erdltetettnek
hat, és sokakban felmeriilhet kérdés-
ként, hogy mi a jelentésége a Koch-
féle hopehelynek? Igazabol arra az

érdekes tényre vilagit ra, hogy egy
csipkézett objektum, ha igazan ponto-
san meg akarjuk mérni, akkor végte-
len hosszu keriiletet is kozrezarhat.
Hasonloan nevezetes fraktal az ugyne-
vezett Sierpinski-féle haromszog (1. kép),
amelyet ugy szarmaztatunk, hogy a sza-
balyos haromszdg oldalfelezési pontja-
it 0sszekotjiik (ezaltal 4, az eredeti szaba-
lyos haromszdghdz hasonlo keletkezik),
s a kdzépso (fekete) haromszdget elhagy-
juk, mintegy lyukat kivagva a haromszog-
bél. Ezutan az igy keletkez6 haromszoge-
ken tovabb folytatjuk az eljarast, minden
haromszoget feleziink, a kozEépsé része-
ket elhagyjuk - mintha olloval egy kicsip-
kézett papirmintat csinalnank -, egyre to-
vabb és tovabb, a végtelenségig, hiszen
minden szakasznak megszerkeszthetd a
felez6 pontja. Vegyiik észre, hogy ebben
az eljarasban is az 6nhasonldésag 6roklo-
dik, az 0sszes haromszog teriiletének 0sz-
szege véges (hiszen az eredeti haromszdg-
bol nem Iépiink ki), azonban a minden
hataron taln6vo belsd csipkézettség a ke-
riilletet végtelenre noveli.

Létezik a Sierpinski haromszdgnek
térbeli abrazolasa is (3. kép).

EGYEB ERDEKES FRAKTALSZERU
KEPZODMENYEK

A fraktalok furcsa vilaga megfigyelhet6 az
egyszerl, természetben is fellelhetd kép-
z6dményekben, ahol az elagazasos szer-
kezet 6roklodik. Ilyen példaul a falevél
erezete, a folyok szétagazo torkolata vagy
a hegyvonulatok csipkézett mintazata.

A 4. kép egy fraktal szerkezeti Oszi
levelet abrazol. Természetesen egyéb
hires 0sszefliggések is szemléltetdk
fraktalokkal. A 5. képen a Pitagorasz-té-
tel Osszefiiggései fedezhetdk fel. A szob-
raszokat, képzémiivészeket is megihlet-
ték a gyonyorh fraktalok (6. kép).

FRAKTALOK DIMENZIOJA

Mindenki szamara ismert, hogy a geo-
metriai alapelemek koziil a pont dimen-
ziojanulla, az egyenes egydimenzids, a
sik kétdimenzids, a tér haromdimenzids.
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Ha megfigyeljiik, hogy ha egy alak-
zat minden megfeleld hosszat megket-
t6zziik, akkor az eredetihez hasonld ob-
jektumot kapunk. Szakasz kétszerezése
esetén kettdt, négyzet oldalanak két-
szerezése esctén 4-ct, a kocka oldala-
nak duplazésakor azonban 8 , az ere-
detivel egybevagd példanyt kapunk.

Ezt az egyszerli tényt az alabbiakban is
Osszefoglalhatjuk.

Alakzat  Dimenzi6 Példanyok szama
szakasz 1 2=2k
négyzet 2 4=22
kocka 3 8§=23
Sierpinski d 3=~
héaromszog

A fenti eljarast kovetve elmondhatjuk,
hogy az eredeti alakzatot megkettézve a
dimenzi6 a kettének olyan alapt hatvany
kitevdjével lesz azonos , amelyre a kelet-
kezd példanyszam esetén az egyenldség
fennall. Ez egzakt matematikai modsze-
rekkel is bebizonyithatd, itt azonban nem
toreksziink a bonyolult matematikai for-
muladk hasznélatara. Mivel a Sierpinski
haromszog esetén az oldal kett6zésekor
3 darab, az eredetivel azonos nagysagu
példany keletkezik, igy a 3=2degyen-
lethez jutunk, amibdl d= 1,09 adodik.

FRAKTALOK A TERMESZETBEN

Vizsgaljunk meg egy fat kdzelebbrdl. Va-
lasszuk ki az egyik 4gat. Azt latjuk, hogy
az ag is aprobb szerteagazo részekre osz-
lik, mintegy hasonlé szerkezetli maga-
hoz a teljes fahoz. A kaoszelmélet szerint
a fa és az ag azonos felépitésiinek tekint-
hetd. Sokak szamara a kdosz kifejezés a
rendezetlenséget, kiszdmithatalansagot,
st éppenséggel a ziirzavart jelenti.

Ugyanakkor a kaosz valdjaban igenis
rendezett és valamely (néha nem evi-
dens) struktarat kovet. A probléma ne-
hézségét legtobbszor az adja, hogy fel-
ismerjiik a latszolagos kuszasagban a
rendezd elvet, s megvalaszoljuk, hogy az
a bizonyos struktura miért épp gy ala-
kult ki. A kéosz elmélet a fraktalokbol
indult ki és azt a célt tizte ki, hogy di-
namikusan valtozo rendszerekre megfe-
lelé6 modellt adjon és megjosolja idébeli
lefolyasukat.

Erre egy jellemz6 példa a felh6k moz-
gasanak kiszamitasa, vagy tagabb ér-
telemben az iddjaras elérejelzése. De
hasonl6éan bonyolult és komplexen vél-
toz6 rendszereket (pl. folyovizek aram-
latainak vagy akar vandorlé madarra-
jok mozgasat) is fraktalok segitségével
modellezhetiink és irhatunk le.

Ezek az elérejelzések (gondoljunk csak
a hosszu tavu idgjaras elérejelzésre) so-
sem teljesen megbizhatoak, s minél hosz-
szabb idGtartamra vonatkoznak, annal
bizonytalanabba valnak. Hiszen rengeteg
apré zavaro tényezd6 léphet fel, pl. napki-
torések, 1égaramlatok, amelyek kiilon-
kiilon nem jelentdsek, de egyiittes ha-
tasuk erdsitheti egymast, és a rendszert
kissé elmozgatva a kezdeti alapallapota-
tol egy teljesen tavoli ponthoz konvergal.

A fraktdlgeometria a maga csipkézett-
ségével €s egyre finomabb részletezhe-
téségével kivaloan alkalmas bizonyos
természeti jelenségek: partszakaszok,
felhok, hegyek leirasara, vagy akar a ta-
lajer6zié modellezésére. Mindezek alap-
jan felmeriilhet a kérdés, hogy maga a
természet a teljes bonyolultsagaval valo-
jaban igazabol fraktalok segitségével ir-
hato-e le a legteljesebben.

Azzal is tisztaban kell lenniink, hogy
az igazi fraktal csak idealizaci6. A va-
16s vilagban eléfordulo feliiletek, gor-
bék nem valodi fraktalok, minddssze
olyan folyamatok hoztak létre dket, ame-
lyet csak egy meghatérozott mérettarto-
manyban fekvo alakzatot képesek kiala-
kitani. Ezért a természetben levd “fraktal
jellegli”képzédmények sem bontha-
tok végtelenségig, és az dnhasonlosag is
csak tobbé-kevésbé teljesiil.
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5. kép: Pitagorasz
tétele fraktalokkal
6. kép: Szobor
fraktal

7. kép: Brokkoli
fraktal,

az Aleph One
program altal
generalt fraktal,
amely egy
Mandelbrot-halmaz

5 MILYEN HOSSZU NAGY-BRITANNIA

PARTVONALA?

8. kép: Szamitogép
altal generalt fraktal
http://alephi.
sourceforge.net/

HsG pillanatban nagyon egyszertinek tiinik a
kérdés, tigy gondoljuk, hogy egy térkép és egy
vonalzo segitségével konnyen megadhatjuk az
eredményt. Am ha egy nagyobb felbontast
térképet vesziink el6, s ott is elvégezziik a
mérést, akkor az el6z0 eredménynél nagyobb
szamot kapnank, hiszen a térképen az eddig
egyenesnek jelolt finomabb csipkézettségek is
kirajzolodnanak, amik megndvelik a partszakasz
hosszt.

Ha kilométeres egységekkel meérjiik, akkor tobb
szaz km hossz1 partszakaszt kapunk. Azonban ha
kisebb egységeket, pl. méterrudakat hasznalunk,
akkor az eddig elnagyolt és figyelmen kiviil
hagyott apro kiszogellések, csipkézett és
toredezett szikladarabok is kiilon-kiilon
beleszamitanak a partszakaszba, és az el6zonél
joval nagyobb értéket kapunk. Haa métert kisebb
egységeel, pl. cmrrel potoljuk, akkor az eddiginél
még nagyobb hossziisag adodik!

Tehét a partszakasz hossza nem egy abszolut
érték, hanem fligg a mérdeszkoz skalazasatol. Ha
abszolut pontos értéket szeretnénk kapni, a
felosztast egyre finomitva, a partvonal hossza a
végtelenhez tartana!

Ezt az Osszefliggést a mért hosszisag és a
felbontas kozott elsdként Lewis Fry Richardson
vette észre (Id. Mandelbrot, 1993).

Hasonlo felfedezést tett Bendit Mandelbrot
(1924-), aki Nagy-Britannia csipkézett partszaka-
szanak hosszat akarta pontosan megmeérni.
Mandelbrot nevéhez fliizédnek a gyonyori,
korallzatony-csipkézettséget idéz6 6nhasonld
mintazatok, valamint a kaosz-elmélet is.
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FRAKTALOK ES AZ INFORMATIKA

Az 6nhasonlosagbol kovetkezik, hogy
a fraktalmintakat tigy lehet létrehozni,
hogy egy egyszerli mintazatot allandéan
ismétlénk kisebb ¢és kisebb mérettarto-
manyokban. A fraktalokat 1étrehozo6 elja-
rasok egyik fontos csoportjat alkotjak az
u.n. véletlen iteracids algoritmusok. Ez ah-
hoz hasonlithatd, mintha egy papirt egy
tollal véletlenszeriien bepdttydznénk.
Azonban a teljesen 0ssze-vissza mozgas
helyett a mozgast bizonyos eldre rogzi-
tett szabalyok alapjan iranyitjuk. Minden
alkalommal ezek a szabalyok koziil va-
lasztunk ki egyet, adott valosziniiségnek
megfeleléen, s az adott 1épésben a kiva-
lasztott szabaly iranyitja majd a tollat.

Ezek a szabalyok matematikailag fel-
foghatok egy kétdimenzids affin transz-
formécidnak, amik valdjaban olyan
fliggvények, amelyekben méretvaltoza-
sok, elforgatasok ¢és eltolasok szerepel-
nek. Altalanos alakjuk két valtozéra a
kovetkezé:

Ax{x) =ax +bx +e
Ay(y) =cy +dy +f

Példa

Az i. tablazatban a pafranyhoz és fithoz
hasonlo6 képek algoritmusainak transz-
formacioihoz vald informaciok talalha-
tok. A tablazatban megtalalhaté min-
den transzformaciohoz a sziikséges a,
b, ¢, d, e és fparaméter. A p valdszinii-
ség azt hatarozza meg, milyen gyakran
hasznalando az adott transzformacio.

i. tablazat: Néhany egyszeri fraktal affin transzformécioi[2]

Paraméter* a b c
Pafrany 0,0 0,0 0,0
0,2 -0,26 0,23
-0,15 0,28 0,26
0,75 0,04 -0,04
Fii 0,0 0,0 0,0
0,02 -0,28 0,15
0,02 0,28 0,15
0,75 0,0 0,0

Természetesen a weben is talalha-
tunk szép szammal gydnyorl és interak-
tiv fraktalokkal kapcsolatos programot
és leirast.

A fraktalokkal kapcsolatos tudasunk
nagyrészt szamitogépes szimulaciokbol
szarmazik, de az el6bbiekben is bemuta-
tott felosztasos fraktalkészités egysze-
ri és analitikusan is nyomon kdvethetd.
Az ilyen modellekkel leirhatjuk azokat
az alakzatokat, amelyek folytonos mé-
reteloszlasu részecskekeverékek véges
alapra vald véletlenszer(i lerak6dasakor
keletkeznek. Meghatarozott méretii ré-
szecskék lerakodasakor a rendszer nyil-
vanvaloan eléri a zavarasi hatart, amikor
az erds perturbacios hatasok miatt mar
nem helyezhetiink el tobb részecskét at-
fedés nélkiil. Ha a méreteloszlas folyto-
nos, akkor arendszer nem éri el ezt a za-
varasi hatart, hanem a rendszer kaotikus
volta miatt olyan alakzatokat hoz 1étre,
amelyek fraktalként irhatok le [4] [5].

1

9- kép: Fraktalis ii. kép: Tengeri

pafrany korallzatonyra

10. kép: Fraktal emlékeztetd

szerll pafrany mesterséges fraktal

d e f P

0,16 0,0 0,0 0,10
0,22 0,0 1,6 0,08
0,24 0,0 0,44 0,08
0,85 0,0 1,6 0,74
0,5 0,0 0,0 0,15
0,2 0,0 1,5 0,10
0,2 0,0 1,5 0,10
0.5 0,0 4,6 0,65

Megjosolhato-e, hogy mikor kapunk
olyan rendszert, amelyik véletlenszer(i
fraktal-tulajdonsagokat mutat? Egyeld-
re erre a kérdésre nincs vilagos valasz.
Azonban Ggy tiinik, hogyha azonos kez-
deti feltételek mellett nem tudunk min-
dig pontosan ugyanolyan rendszert 1ét-
rehozni, [3] de minden egyes masolatban
van valami 4ltaldnos hasonlosag, akkor
fraktal lesz a végeredmény. Nincs két
egyforma hopehely, de jellegzetes alak-
juk miatt egy gyermek is azonnal felis-
meri 6ket. Végezetiil megallapithatjuk,
hogy a komplex alakzatok létrehozéasa
egyszeriibb, mint amilyennek elsé pillan-
tasra tiinik.

S érjiik be pusztan annyival, hogy ha
nincs moédunk a természetben megcso-
dalni a valdsagos fraktalokat, akkor a
szamitogépen az informatikai eszk6zok-
kel 1étrehozott mesterséges fraktalokban
gyonydrkodhetiink. 0
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FRACTALS IN NATURE AND
INFORMATICS

Geometric desription ofnatural objects
is probably as old as the Science

itself. Usually common , simple object
(spheres, rectangles, squares and
cubes etc.) are used to depict everyday
objects. However, there are natural
objects that cannot be described by
Euclidean geometry.

As Benoit Mandelbrot said in his
famous work: "Clouds are n6t spheres,
mountains are ndt cones, coastlines
are noét circles, and bark is n6t smooth,
nor does lightning travel in a straight
line."(Mandelbrot, 1983}.

Most natural object seems to be so
chaotic, that exact mathematical
description ofthem is impossible.
Clouds, mountain ranges, lightning
bolts, coastlines, and snow flakes.

etc, appear similar at all levels

of magnification. They possess a
structure which is called self-similarity
(any subpart ofthe structure is similar
to the whole objectj. Approximate
fractals are easily found in naturé.
These objects display self-similar
structure over an extended, but finite,
scale rangé. Examples include clouds,
snow-flakes, crystals, mountain ranges,
river networks, cauliflower or blood
vessels. Coastlines may be loosely
considered fractal in naturé.

Trees and ferns are fractal in natiré

and can be modeled on a computer by
using a recursive algorithm.The most
common algorithm to compute Iterated
Function Systems (IFS) for fractals is
called the chaos game. It consists of
picking a random point in the plane,
then iteratively applying one ofthe
functions chosen at random from the
function system and drawing the point.
An alternative algorithm is to generate
each possible sequence of functions up
to a given maximum length, and then
to plot the results of applying each
ofthese sequences of functions to an
initial point or shape.

Fractal patterns have been found in the
paintings of American artist Jackson
Poollock. While Pollock's paintings
appear to be composed of chaotic
dripping and splattering, computer
analysis has found fractal patterns in
his work.

Other artists such as Max Ernst, could
produce fractal-like patterns. Fractals
are also prevalent in African art and
architecture. Circular houses appear
in circles of circles, rectangular houses
in rectangles ofrectangles, and so

on. Such scaling patterns can als6 be
found in African textiles, sculpture,

and even cornrow hairstyles. Asa
conclusion we can say that fractals -
which are on the boundary ofnaturé,
Science and art - are becoming more
and more popular these days. ®
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